Mot su kién c6 thé coi la c6 xac suat nhé tuy thudc vao bai toan cu theé.
Chang han méi chiéc may bay déu c6 mot xac suat rat nhé bi xay ra tai nan (nhu
vi du trén 1a 0,000133%). Nhung trén thuc té ta van khong tit chéi di méy bay vi
tin rang trong chuyén bay ta di sit kién may bay roi khong xay ra.

Hién nhién viéc quy dinh mot miic xac suat thé nao duge goi la nho sé phu
thudc vao titng bai toan cu thé. Chang han néu xac suat dé may bay roi la 0,01%
thi xac suat do chua thé duge coi 1a nhé. Song néu xac suat mot chuyén tau khai
hanh cham 1a 0,01% thi c6 thé coi ring xac suat nay la nho.

Miic xac suat nho nay dude goi 1a miic ¥ nghia. Néu o 14 mic ¥ nghia thi s6
f=1-—a goila do tin cay. Khi duya trén nguyén li xac suat nhé ta noéi rang: “Su
kien A c6 xac suat nho (tic 1a P(A) < a) sé khong xay ra trén thyc té véi do tin
cay la B”. Tinh dang dan clia két luan sé xay ra trong 100.3% truong hop.

Tuong tu nhu vay ta co thé dua ra Nguyén li zdc sudat lon: “Néu sy kien A c6
x4c suat 16n (gan bang 1) thi trén thyc té c¢6 thé hicu sy kien d6 sé x4y ra trong
mot (hodc mot vai) phép thit tiép theo”.

1.3. XAC SUAT CO DIEU KIEN

Nhu chiing ta da biét, xac sudt clia mot sy kién c6 thé phu thuoc vao nhiéu
yéu t6, dieu kien khac nhau. Dé chi ra mot céch cu thé hon vé viec xac suat cla
mot su kien A nao d6 phu thudce vao mot diéu kien B cho trude ra sao, ngudi ta
dua ra khai niem xac suat c6 diéu kien. Diéu kién B ciing c¢6 thé hiéu la mot su
kién, titc la su kién “c6 B”.

Vi du 1.19. Mot kénh lién lac ki thuat sé c6 ty 1é 16i 14 1 bit cho mdi 10°
lugt truyen tin. Ldi nay c6 xac suat nho, nhung khi ching xay ra, ching cé xu
huéng anh huéng dén nhiéu bit lién tiép. Nhu vay mot bit duge truyen di thi xac
suat 16i 1a 1/10°%; tuy nhién, néu bit trude d6 bi 16i thi chic chin xac suat dé 15i
& bit tiép theo sé 16n hon 1/106.

1.3.1. Dinh nghia va tinh chét

Dinh nghia 1.7. Gia st diéu kien B ¢6 P(B) > 0, khi d6 xac suat cia sy
kien A biét rang diéu kien B da xdy ra, ki hiéu 1a P(A|B), dugc dinh nghia I3

P(A|B) = %. (1.6)

Mot hé qua trice tiép ctia dinh nghia xac suat c6 dieu kién 1a cong thitce tich:
P(AN B) = P(A|B).P(B). (1.7)

Tat nhién, ta ciing c6 thé coi B la su kien, A la diéu kien, va khi do ta c6
P(AN B) = P(B|A).P(A). (1.8)

Dé mo ta xéac suat co dieu kién bang tan suat, ta ki hieu na,np vd nap lan
luot 1a s6 1an xay ra sy kién A, B va AN B trong loat n phép thit véi n di 16n. Theo
dinh nghia xac suat co dién, ta co

P(ANB)="48 w pB)="E

n n
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Vi diéu kien B da xay ra nén s6 két qua c6 thé cho sy kien A 1a np, trong do6
s6 két qua thuan loi cho sy kién A 1a ngp. Do d6

_nap  nap/n _ P(ANDB)

P(AB) npg ng/n  P(B)

Vi du 1.20. Mot t6 diéu tra dan s6 vao tham mot gia dinh c6 2 con.

a) Tinh x4c suat gia dinh ¢6 2 con trai.

b) Gia dinh dang néi chuyén thi ¢6 1 cau con trai ra chao khach. Tinh xéc
suat dé gia dinh nay cé 2 con trai.

Loi giai. V6i mot gia dinh c6 2 con thi ta c¢6 4 kha nang xay ra:
(TT,TG,GT,GG}.

a) Goi A la sy kién “gia dinh nay c¢6 2 con trai” thi P(A) = 1/4.

b) Goi B la su kién “gia dinh nay c6 con trai” thi P(B) = 3/4. Sy kién “cau
con trai ra chao khach” ttc la diéu kien B da xay ra. Xac suat dé gia dinh c6 2 con
trai Ia P(ANB) 1/4 1

P(A|B) = “hD) = 3/ =3

Nhu vay, khi diéu kien B chua xdy ra thi xdc suat ctia sy kien A4 1a 1/4.
Tuy nhién khi diéu kien B x4y ra thi kha nang x4y ra sy kién A da ting len 1a
P(A|B) =1/3.

Tinh chét:

(i) o< P(AIR) < 1,

(i) P(B|B) =1,

(i4i) P(A|B) = 1 — P(A|B),

(iv) P(Ay U A9|B) = P(A1|B) + P(A2|B) — P(A1 N As|B).

Vi du 1.21. Mot hoc vién thi 2 moén, xac suat dau mon thi nhat 1a 0,6.
Néu mon thit nhat dau thi kha niang hoc vién dé dau mon thi hai 1a 0,8. Néu
mon thit nhat khong dau thi kha nang hoc vien dé6 dau mon thi hai chi 1& 0,6.
Tinh xac suat trong cic truong hop sau:

a) Hoc vién d6 dau chi mot mon.

b) Hoc vién dé dau 2 mon.

Loi giai.

a) Goi A la sy kién “hoc viéen dé dau chi mot mon”,

A; 1a su kién “hoc vién d6 dau moén thia i (i = 1,2)".
Ta c6

P(A) = P(AjAy U A1 Ag) = P(A143) + P(A149)
= P(A1).P(A3|A1) + P(A7).P(As|A7) = 0,6.0,2 +0,4.0,6 = 0, 36

b) Goi B la sy kién “hoc vién d6 dau 2 mon” thi B = A; N Ay. Suy ra

P(B) = P(Al N AQ) = P(AI)P(AQIAl) =0,6.0,8 =0,48.
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X4c suat c6 dieu kién cho phép chiing ta sit dung thong tin vé kha ning xay
ra clia mot su kien dé du bdo xac suit xay ra mot su kien khéc.
Tt (1.7) ¢6 thé md rong ra cong thiic x4c suat ctia n sy kién dién ra dong thoi

P(A1 NN Ap) = P(A1).P(As|Ay).P(A3| Ay 0 Ag) - - P(A]A N -0 Apy). (1.9)

Vi du 1.22. Mot 16 hang ¢6 100 USB trong d6 c¢6 90 USB t6t va 10 USB
16i. Kiém tra ngau nhién lién tiép khong hoan lai 5 USB. Néu c6 it nhat 1 USB
16i trong 5 USB dudc kiém tra thi khong nhan 16 hang. Tim xac suat dé nhan
16 hang.

Loi giai.

Goi 4; 1a su kien “USB dugc kiém tra thit ¢ 1a to6t”, ¢ = 1,5,

A la sy kién “nhan 16 hang”.
Khi d6 A= A;N---NAs. Theo (1.9) ta c6

P(A) = P(Al)P(AQ‘Al)P(A3|A1 N Ag)p<A4’A1 N As N Ag)P(A5|A1 N---N A4)
90 89 88 &7 &6

1.3.2. Su doc lap va phu thudc caa cac su kién

Hai st kién A va B duge goi la doc lap v6i nhau khi viéc ¢6 hay khong xay
ra sy kién B khong anh hudng gi dén viéc c6 hay khong xay ra su kien A. N6i cach
khac, xac suat ciia A véi dicu kien B bang véi xac suat ctia A khi khong tinh dén
diéu kién B.

Dinh nghia 1.8. Ta néi rang A va B 1 2 sy kién doc lap néu
P(A|B) = P(A) hosic P(B|A) = P(B) (1.10)

hay viét cach khac
P(ANB) = P(A).P(B).

Viéc kiém tra biéu thitc (1.10) trong thic tién rat kho khan va trong nhiéu
truong hop la khong thé. Vi vay dua vao thuc té va truc gidc ma ta thita nhan cac
su kién doc 1ap trong cac bai tap sau nay.

Mot cach tong quat, gia st mot ho & (httu han hoac vo han) céc sy kién.
Khi doé:

Dinh nghia 1.9. Ho &£ dudc goi 14 mot ho cac sy kien doc 1ap, néu nhu véi
bat ki k sy kién A, Ay --- , Aj, khac nhau ndo trong ho £ ta ciing c6

P(éAi) :f[P(AZ-). (1.11)

Néu P(AN B) = P(A).P(B) v6i bat ki hai sy kién khac nhau nao trong ho &€
thi ho £ dugce goi la ho cac su kién doc lap tung déi mot.

Néu nhu hai si kien khong doc lap véi nhau, thi ngudi ta néi 1a ching phu
thuoc nhau. Do tinh chat déi xing, néu su kien A phu thuoc vao sy kien B thi B
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ciing phu thudc vio A. Néu nhu P(A|B) > P(A) thi ta c6 thé néi la diéu kien B
thuan loi cho sy kién A, va ngugce lai néu P(A|B) < P(A) thi diéu kién B khong
thuan lgi cho su kién A.

P(A[B) _ P(B|A)

Cong thic P(A|B).P(B) = P(B|A).P(A) tuong duong véi PA) = P(B)

c6 thé duge hiéu nhu sau: B thuan 1gi cho A (titc 1a P(A|B) > P(A)) thi A ciing
thuan lgi cho B va ngugc lai.

1.4. CONG THUC BAYES

1.4.1. Coéng thitc xac suat day dua

Dinh nghia 1.10. Nhom céac su kién Aj, Ay, -+, A, (n > 2) ctia mot phép
thit dude goi 13 mot nhém day di néu

(i) Ain Aj =0, Vi # j (xung khic ting doi),

(ii) AU AsU---U A, = Q.

Theo dinh nghia nay & phép thit dang xét chi c6 thé xuat hien mot su kien

trong s6 n sy kién Ay, - -+, A, (va phai c6 mot sy kién). Dic biet v6i moi sy kien A
thi he {A, A} 1a diy dit.

Vi du 1.23. Mot tieu doan c6 3 dai doi cling trong mot loai bi xanh. Chon
ngau nhién mot qua bi xanh va goi Ay, As, A3 lan lugt 13 sy kién qud bi xanh dugc
chon do dai doi 1, dai doi 2 va dai doi 3 trong. Khi d6 he {A;, Ao, A3} 1a day du.

Néu nhu ta chua biét xac suat P(A) ciia mot sit kien A nao do6, nhung biét
cac xat suat P(4;) ctia mot he day da {A;, As,---, A,} cla khong gian mau Q, va
biét cac xac sudt co dicu kien P(A|A;), thi ta c6 thé ding cong thiic sau, goi la
cong thic zdc suat day di, dé tinh xac suat clia su kién A

P(A) = Zn:P(AmAi) = Zn:P(Ai).P(A]Ai). (1.12)
i1=1 =1

Khi A x4y ra thi c6 mot va chi mot bién c¢d A; ciing xay ra véi A. Truong hop
rieng ctia (1.12) 1a khi ta c6 hai sy kién A, B, ¢6 thé stt dung he day du {B, B} cla
Q dé tinh xac sudt cua A:

P(A) = P(ANB) + P(AN B) = P(B).P(A|B) + P(B).P(A|B). (1.13)

Chii y: Van dung cong thiic xac suat day du dé giai mot bai toan, van dé
quan trong 13 phai chi ra duge nhém s kién day da va xung khic ting doi. Trong
thuc té viec nay thuong gap 6 2 hinh thic sau:

(i) Cong viéc tién hanh trai qua 2 phép thit. Thyc hién phép thit thit nhat
ta ¢c6 mot trong n kha nang xay ra la cac sy kién: Ay, As, -+ -, A,,. Sau khi thuyc hién
phép thit thi nhat ta thiyc hién phép thi thit hai. Trong phép thit thit hai ta quan
tam dén sy kien A. Khi d6 sy kien A sé dugc tinh theo cong thiic xac suat day da
vel hé déy du {Al, AQ, s ,An}.

(i3) Mot tap hop chita n nhém phéan tit. Mdi nhom phan it ¢6 mot ti 1é phan
ti c6 tinh chat P nao d6. Lay ngau nhién tit tap hop ra 1 phan ti. Goi A 1a su
kién chon dude phan tit thuoc nhom thit 7. Khi dé xac suat ciia su kién chon dudc
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phan t1t ¢6 tinh chat P trong phép thit sé duge tinh theo cong thiic xac suat day
dt véi he day du {Aq, As,---, A, ).

Vi du 1.24. Xét mot 16 gidy chién si dugce san xuat bdéi 3 nha may véi ti
le 1an luot 1a 20%, 30% va 50%. Xac suat giay hong clia cdc nha may lan lugt 1a
0,001; 0,005 v& 0,006. Lay ngau nhién mot chiéc gidy tit 16 hang. Tim xic suat
dé chiéc giay lay ra bi hong.

Loi giai. Goi 4 la sy kien “lay duge giay hong”

A; 1a sy kien “lay dugce giay ctia nha may 7 (i = 1,2, 3).

Ta c6 {A1, A2, A3} 1a he day di. Theo cong thite (1.12), ta c6

P(A) = P(A1).P(A|Ay) + P(Ag).P(A|Az) + P(A3).P(A]As)
= 0,2.0,001 + 0, 3.0,005 + 0,5.0,006 = 0,0065.

1.4.2. Coéng thitc Bayes
Cong thic Bayes, mang tén cua linh muc va nha toan hoc ngusi Anh Thomas
Bayes (1702-1761), 1a cong thiic nguge, cho phép tinh xac suat c6 diéu kien P(B|A)
khi biét xac suat c6 dieu kien P(A|B) vA mot sd thong tin khac. Dang don gian
nhat ctia cong thic nay la: Néu A, B 1a hai sy kién bat ki v6i xéc suat khac 0 thi
tu (1.7) va (1.8), ta co:
P(A|B).P(B)

Két hop (1.14) v6i cong thiic xéc suat day da (1.12) cho P(A), ta duge
Dinh 1y 1.1. Gia sit {Ay, As,--- , Ay} 1a he day di va A 1a mot sir kién bat
ki c6 thé xay ra trong phép thit. Khi dé6 ta c¢6 cong thiic Bayes:

P(B|A) =

CPAOPAIAY | PA)PAIA)
P ===p0) =S p(ay.P(AlA) (1.15)

voi moi k=1,2,--- ,n.

Vi du 1.25. Mang Bayes dugc sit dung trén cac trang Web ctia cac nha
san xuat cong nghé cao nhiam giip khach hang nhanh chéng chan doan cac van
dé v6i san pham. Chang han, mot doanh nghiép sdn xuat may in thu dugc céc
két qua tit co s§ phan tich dit lieu khdo sat ctia khach hang. Trong dé, cac 16i
xuat hién ¢ may in dudc chia lam ba nhém: phan ciing, phan mém va céc loai
khac (chang han nhu trinh két nbi) v6i xac suat tuwong tng 1a 0,1; 0,6 va 0,3. Xac
suat 16i do phan citng gay ra la 0,9; do phan mém 13 0,2 va do cac van dé khac 1a
0,5. Néu khach hang truy cap trang web ctia nha san xuat dé chan doan 16i may
in, nguyén nhan nao c6 kha nang cao nhat?

Loi giai.

Goi A 1a sy kien “méay in bi 16i”, B 1a su kién “16i thuoc phan cing”, C 1a su
kién “161 thuoc phan meém” va D 1a su kién “16i thuoc céc van dé khac”.

Ta c6 {B,C, D} 1a he day di. Ap dung (1.15) ta co:

17



Xac suat dé 16i ctia méy in thuoc nhém phan cing la

P(B).P(A|B)
P(B).P(A|B) + P(C).P(A|C) + P(D).P(A|D)
B 0,1.0,9 1
©0,1.0,940,6.0,24+0,3.0,5 4

P(B|A) =

X4c suat dé 16i ctia mdy in thuoc nhém phan meém la

P(C).P(A|C)
P(B).P(A|B) + P(C).P(A|C) +
0,6.0,2 1

-

b)) = P(D).P(A|D)

T 0,1.0,9+0,60,2+0,30,5

X4c suat de 161 ctia may in thuoc nhém cac loai khac 1a

P(D).P(A|D)
P(B).P(A|B) + P(C).P(A|C) + P(D).P(A|D)
0,3.0,5 5

T 0,10,9+0,60,2+0,30,5 12

P(D|A) =

Vay 16i méay c6 nguyén nhan tit nhom cac loai khac c¢6 kha niang cao nhat.

Vidu 1.26. Mot tram chi phat hai tin hiéu A va B vé6i xac suat tuong tng
0,85 va 0,15. Do ¢6 nhiéu trén dudng truyén nén 1/7 tin hieu A bi méo va thu
duge nhu tin hiéu B con 1/8 tin hiéu B bi méo va thu duge nhu tin hiéu A.

a) Tim x4c suat dé may thu duge tin hieu A.

b) Gia st may da thu dugc tin higu A. Ho6i x4c suat thu duge dung tin hieu
phat di?

Loi giai.

Goi A la su kién “phat tin hieu A”, B la su kién “phat tin hiéu B” thi {A, B}
1a he day du.

Goi T4 1a su kién “thu duge tin hieu A”, Ty la sy kién “thu duge tin hiéu B”.

Theo dé bai ta co:

P(A)=0,85. P(B)=0,15 P(TglA)=1/7; P(Ta|B)=1/8
a) Ap dung cong thitc xéc suit day di, may thu duge tin hieu A véi xac suét

6 1
P(Ty) = P(A).P(T4|A)+ P(B).P(T4|B) =0, 85.? +0, 15.§ ~0,7473.

b) Ap dung cong thitc Bayes ta co:

6
P(A).P(Tql4) 0857

P(A|Ty) = = R~ )

(AlT4) P(Ty) 0,773 ~ 097

Nhan xét: Cong thiic Bayes cho phép danh gii lai xac suat xdy ra cac su
kien Ay, sau khi da c6 thém thong tin vé sy kien A. Can phai nhan manh rang
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néu mudn dung cac cong thic (1.12) hodc (1.15), nhat thiét phai c6 he day du.
Ngoai ra néu (1.12) cho ta xac suat khong c¢6 diéu kien, thi (1.15) cho phép tinh
xac suat c6 dieéu kién, trong d6 su kién A can tinh xac suat phai 1a mot thanh
vien ctia he day du dang xét. Tt d6 thay ring viec diing cong thic Bayes dé tinh
xac suat co dieu kien da goi ¥ cho ta cach chon hé day diu sao cho sy kién quan
tam phai 1a thanh vién. Trong truong hgp khong c6 (hodic rat kho xac dinh) he
day du, ta nén dung cong thitc (1.14), khi d6 viéc tinh P(A) s& khé hon 1a dung
cong thic (1.12).

Vi du 1.27. Mot mach dién gom 2 bo phan méc ndi tiép, véi xac suat lam
viéc tot trong mot khoang thoi gian nao dé ctia mdi bo phan 1a 0,95 va 0,98. 0
mot thoi diém trong khodng thai gian trén, ngusi ta thiy mach dién ngimg lam
viéc (do bo phan nao dé héng), tim xac suat dé chi bo phan tht hai héng.

Loi giai.

Do 2 bo phan mac noi tiép nén chi 1 bo phan hong 14 mach nging lam viéc.

Goi A; 1a sy kién “bo phan thit i t6t” (i = 1,2), khi d6 c6 4 kha nang khac nhau:

- By la su kién “ca 2 bo phan déu tot”;

- By la sy kién “bo phan I t6t, bo phan II hong”;

- By la sy kién “bo phan I héng, bo phan II t6t”;

- B3 la sy kién “ca 2 bo phan déu héng”.

Ta c6 hé {By, B, B2, B3} 1a hé day di. Do tinh doc lap clia cac thiét bi nen

P(Bg) = P(A1 N A) = P(A1).P(A2) = 0,95.0,98 = 0,931,
P(By) = P(A; N Ag) = P(A;).P(A) = 0,95.0,02 = 0,019,
P(Bs) = P(A; N As) = P(A;).P(A) = 0,05.0,98 = 0,049,
P(B3) = P(A; N Ay) = P(A1).P(A3) = 0,05.0,02 = 0, 001.

Goi A la sy kién “mach khong lam viéc” thi
P(A|By) =0, P(A|By)= P(A|By) = P(A|B3) =1.

Ap dung cong thitc (1.15) ta c6 xdc sudt can tim la:

P(B1).P(AlB) 0,019 19
Z?ZOP(Bi)_p(A’BZ.) ~0,01940,049 40,001 69

P(B1|A) =

Hodc ta c6 the dung (1.14) dé tinh P(B;|A). Ta c6
A= (A1NA)U (A NA)U (A NA).
Do tinh xung khac va doc lap ciia cac sy kién tuong ing nén
P(A) = P(A1).P(T) + P(A).P(A) + P(A7).P(3) = 0,069.

Mat khac ByNA = AN Ay nén P(B1NA) = 0,019, tit d6 ta suy ra két qua can
tim ma khong can dén he day du. Tuy nhién moi khé khan roi vao viéc tinh P(A).
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